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Professor Dr. Hensel. 








In folgender Arbeit will ich die Behandlungsweise der 
algebraischen Zahlen, die neuerdings von Herrn Prof. Hensel 
eingeführt wurde, auf einen Galoisschen Zahlenkörper an- 
wenden. 

Zu ihrem Verständnis sollen die Hauptpunkte jener 
Theorie, die ich aus drei Abhandlungen!) sowie durch 

ründliche Mitteilungen kennen lernte, vorausgeschickt werden. 


A. Allgemeiner Teil: 


Untersuchung einer algebraischen Zahl für den Bereich 
einer Primzahl p. 


I. Die rationalen Zahlen und der Bereich K(1). Der 
erweiterte Bereich K(p). Ganze rationale Funktionen 
in dem Bereiche K(p). 


$1. Die ganzen rationalen Zahlen A lassen sich in 
eindeutiger Weise nach steigenden Potenzen einer Primzahl 
p in der Form 
N ran teian pn 


entwickeln, wo die Koeffizienten a,, *' am Zahlen der Reihe 
0,1 °°* (p—1) sind. 
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So besteht z. B. die Entwicklung 
| 123=4+3:7+2:72 
oder in vereinfachter Form geschrieben: 
123 = 4,32. (7) 


$2. Um die Subtraktion und Division der ganzen 
Zahlen allgemein zu ermöglichen, wird der Zahlbegriff in 
folgender Weise erweitert. 

Man definiert die Differenz X=A—B, bez. den 


Quotienten Y a durch folgende Kongruenzen: 


X+ B=A (mod p* ) 
YB=A (mod p® ), 


wo k beliebig gross genommen werden kann. 


Aus diesen Kongruenzen können X und Y als im all- 
gemeinen nicht abbrechende nach ganzen Potenzen von p 
fortschreitende Reihen beliebig weit in eindeutiger Weise 
berechnet werden. Diese Reihen sind inbezug auf die 
Reihenfolge der Koeffizienten rein oder gemischt periodisch. 
Der Quotient Y kann auch negative Potenzen von p ent- 
halten. 

Die Gesamtheit aller rationaler Zahlen, welche sich 
alle in solche periodischen Reihen entwickeln lassen, soll 
der Bereich K(1) genannt werden. 

Als Beispiele für X und Y seien folgende Zahlen an- 
geführt: 

9,23666 .= 


2,26402 6402 ° = 


1,531 — 3,202 
5,3 





() 
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$3. Eine Zahl A aus K(1) ist gleich der Zahl B für 
den Bereich von p, als Gleichung geschrieben 


mi (P); 
wenn die Kongruenz 


A=B (mod p* ) 
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für beliebig grosses k besteht. Eine Zahl ist also für den 
Bereich von p gleich Null, wenn sie durch jede noch so 
hohe Potenz von p teilbar ist. 


$4. Der Bereich K(1) wird erweitert zu dem Bereiche 
K(p), in welchen alle nach ganzen Potenzen von p fort- 
schreitende Reihen aufgenommen werden, welche sich nach 
irgend einem Gesetze beliebig weit berechnen lassen. 

Ganze rationale Funktionen, die in K(1) irreduzibel 
waren, können in dem erweiterten Bereiche K(p) reduzibel 
werden. So besteht für die in K(l) irreduzible Funktion 


[9=x?— 2 
im Bereiche K(7) die Zerlegung in zwei lineare Faktoren 
er 723,1961 5°) (8 ,4,5405:°%° ) (7), 


d. h. es besteht für beliebig grosses k die Kongruenz 
Benz 3,1261 :%2.).(X 4,5405 °%° ) mod 7® 
Dagegen bleibt die Funktion 
w—=x?—5 


auch innerhalb des erweiterten Bereiches K(7) irreduzibel, 
da die Zahl 5 quadratischer Nichtrest von 7 ist. 


$5. Eine durch p nicht teilbare Zahl heisst eine 
„Einheit für den Bereich von p“. Jede Zahl A aus K(p) 
ist offenbar gleich einer ganzen Potenz von p mal einer 
Einheit E für den Bereich von p 


A=prE. 
p heisst die Ordnung der Zahl A inbezug auf p. Die 
Ordnung eines Produktes bez. eines Quotienten aus zwei 


Zahlen ist gleich der Summe bez. Differenz der Ordnungen 
dieser Zahlen. 


$6. Für den Bereich K(p) besteht folgender wichtige 
Satz, auf welchem die Bedeutung seiner Einführung beruht: 
Jede im Bereiche K(p) rationale ganze Funktion 

lässt sich durch ein endliches Verfahren in eindeutiger 
Weise in Faktoren zerlegen, deren Koeffizienten dem 
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Bereiche K(p) angehören, und welche in K(p) irreduzibel 

sind. (Neue Grundlagen, 8. 77). 

Dieser Satz ist das zahlentheoretische Analogon zu dem 
Gaussschen Fundamentalsatze der Algebra, welcher besagt, 
dass sich jede rationale ganze Funktion in lineare oder 
quadratische Faktoren zerlegen lässt, deren Koeffizienten 
nach ganzen fallenden Potenzen einer von 1 verschiedenen 
ganzen Zahl fortschreiten. 


II. Die Teilbarkeit der algebraischen Zahlen in bezug 
auf die Primzahl p. Reihenentwicklungen. 


$ 7. Eine algebraische Zahl « heisst ganz für den Be- 
reich von p, wenn in einer der sie definierenden Gleichungen 


RU a N LT 
sämtliche Koeffizienten von nicht negativer Ordnung in bezug 
auf p sind. Die algebraische Zahl « heisst teilbar durch 


die Zahl 8, wenn 3 eine ganze algebraische Zahl ist. 


Eine ganze algebraische Zahl ist eine Einheit in bezug 
auf p, wenn der letzte Koeffizient a„, d. i. die Norm, eine 
Einheit in bezug auf p ist. 

Wenn die ganze Zahl « durch eine ganze oder ge- 
brochene Potenz von p teilbar sein soll, so müssen, wie 
leicht zu sehen, sämtliche Koeffizienten a,, a, ' ' ' An 
mindestens durch p teilbar sein. Somit kann es algebraische 
Körper geben, in welchen Zahlen durch keine ganze oder 
gebrochene Potenz von p teilbar und trotzdem keine Einheiten 
sind, wie man sich an Beispielen überzeugen kann, 


$8. Dieser Umstand bewirkt, dass die Teilbarkeits- 
gesetze der algebraischen Zahlen nicht so einfach sind wie 
die der rationalen Zahlen. Für eine algebraische Zahl 


jedoch, deren Gleichung in K(p) irreduzibel ist (vergl. $6), 


kommt diese Schwierigkeit nicht in betracht. Denn für sie 
besteht der wichtige Satz: (Neue Grundlagen, 8. 13) 

Eine für den Bereich von p ganze algebraische 

Zahl, deren Gleichung in K(p) irreduktibel ist, ist ent- 
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weder eine Einheit oder durch eine ganze oder ge- 

brochene Potenz von p teilbar. 

Man kann daher alle Grössen « eines durch eine solche 
algebraische Zahl bestimmten Körpers in der Form 

a=pP.e 

darstellen, iu welcher e eine algebraische Einheit für den 
Bereich von p und p eine ganze oder gebrochene rationale 
Zahl ist. Wenn p gebrochen ist, wird e im allgemeinen 
nicht dem betreffenden Körper angehören. 

Ist | 
fe b dran band N elle Irre 10, 
die in K(p) irreduzible Gleichung der algebraischen Zahl «, 
so ist die Norm an, wie leicht zu sehen, genau durch pP" 
teilbar. 

$9. Um aber die algebraischen Zahlen so darstellen 
zu können, wie früher die rationalen, sucht man eine ganze 
Grösse nr aus dem Körper K(a), welche durch die niedrigste 
Potenz von p teilbar ist. Man braucht zu diesem Zwecke 
nur aus einer endlichen Anzahl von ganzen Grössen des 
Körpers eine solche auszusuchen, deren Norm durch die 
niedrigste Potenz von p teilbar ist. (Neue Begründung, S$. 15) 

Es folgt dann leicht, dass die Zahl x durch eine Potenz 


von der Form ps genau teilbar ist, wo e ein Teiler von n ist. 
Jede Grösse des Körpers K(a) lässt sich nun in der Form 

nPe 
darstellen, wo e nunmehr eine Einheit aus K(a) und p 
eine ganze rationale Zahl ist. Der Exponent p heisst die 
Ordnungszahl in bezug auf die Primzahl p. Es gelten die Sätze: 

Eine Zahl aus K(«) ist dann und nur dann für den 
Bereich von p algebraisch ganz, wenn ihre Ordnungszahl 
nicht negativ ist. 

Die Ordnungszahl eines Produktes, bez. Quotienten 
zweier Zahlen ist gleich der Summe, bez. Differenz der 
Ordnungszahlen. 

Zwei Zahlen heissen äquivalent für den Bereich von p, 
wenn sie dieselbe Ordnungszahl besitzen. Zwei Zahlen sind 
modulo rz kongruent, wenn ihre Differenz durch r teilbar ist. 


TORTEN: 


$ 10. Man kann aus einem vollständigen System von 
modulo p inkongruenten Grössen des Körpers, deren Anzahl 
bekanntlich gleich p” ist, ein vollständiges System von 
modulo x inkongruenten Grössen aussuchen. Dann ist: jede 
Grösse des Körpers K(«a) einer von diesen Grössen modulo r 
kongruent, und daraus folgt, dass man jede Grösse y des 
Körpers in eine nach steigenden Potenzen von r fort- 
schreitende Reihe in eindeutiger Weise entwickeln kann: 
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wo die Koeffizienten <,, =, 1, -.. Einheiten aus jenem 
vollständigen System sind. 

Man kann auf einfache Weise zeigen, dass ein solches 
vollständiges System aus pf Grössen. besteht, wo e’f=n ist. 
Die Zahl f hat die besondere Eigenschaft, dass jede Grösse 
des Körpers der Kongruenz 


2 x=0 (mod r) 


genügt. 


II. Der aus K(p) und K(«) zusammengesetzte 
erweiterte Bereich K(p,.). 


$ 11. Es soll nunmehr der grössere Bereich K(p,«) be- 
trachtet werden, der alle rationalen Funktionen von « mit 
Koeffizienten aus K(p) umfasst. Die Grössen dieses er- 
weiterten Bereiches sind Wurzeln von Gleichungen n'®® Grades, 
deren Koeffizienten dem Körper K(p) angehören. 

In dem erweiterten Bereiche K(p,a;) kann man ein 
vollständiges System von modulo x inkongruenten Grössen 
auswählen, welches sehr einfache Eigenschaften besitzt. 
Dieses System wird durch den Ausdruck 

trace th''+e, ,.enı fe, =0l,,- pol) an 


1 


dargestellt, wo e primitive Wurzel der Gleichung 


? 
‚1-1=0 


Ku a Re 


ist. Die linke Seite dieser Gleichung ist in K(p) reduzibel. 
Und zwar ist < Wurzel eines in K(p) irreduktiblen Faktors 
ften Grades 
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Diese Gleichung ist auch modulo p betrachtet irreduktibel. 


2 a) 
Man kann leicht zeigen, dass e, #,.-.P die 


, , 


übrigen Wurzeln von p®) sind, so dass also die Identität 


er) =(x—e)(X—)  '(x—e ) 
besteht. 

Die Grössen des vollständigen Systems (1) gehören 
also zu einem Körper, der im Rationalitätsbereiche K(p) vom 
ften Grade ist. Dieser Unterkörper von K(p,a) wird der 
Koeffizientenkörper K(e) genannt. 

Die Grösse nr kann nunmehr durch eine äquivalente 
Grösse aus K(p,«) ersetzt werden, die einer Gleichung von 
der Form 


Byte 1 Dres ep) 
genügt, wo die Koeffizienten c; ganze Zahlen des Körpers 
K(1,e) sind und c, eine Einheit dieses Körpers ist. 
In dem Falle, dass e durch p nicht teilbar ist, hat die 
Gleichung d&) = 0 die einfache Form 


3 op—0, 


wo c, eine Einheit aus K(1,e) ist. (Neue Begründung, S. 32) 

Die Grössen von K(p,«a) lassen sich nun ebenso wie in 
$ 10 auch mit Hilfe der neuen Entwicklungsgrössen = und r 
eindeutig in Reihen entwickeln 


> e(P) (P) - AU = )zp+1 + +. \ 


in welchen die Koeffizienten ep), ept1)... dem Systeme (1) 
angehören. Die n = e’f Konjugierten von y gehen aus 
einer von ihnen dadurch hervor, dass man e sämtliche f 


2 
Wurzeln e, e®, e® ° - : der Gleichung 


ya) = 0 
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und r jedesmal die e Wurzeln der zugehörigen Gleichung 
dd) = 0 
durchlaufen lässt. 
Man sieht daraus, dass die n = e'f konjugierten Werte 


BR, 
y durch dieselbe Potenz pe von p genau teilbar sind, sowie 
dass ihre Norm genau durch pP’? teilbar ist. 


IV. Teilbarkeit der algebraischen Zahlen in bezug 
auf die Primzahl p im aligemeinen Falle. 


$ 12. Die Funktion fx) möge nunmehr in K(p) zer- 
legbar sein und in mehrere Faktoren zerfallen, 


SLOW LM: f,@ 


dann lassen sich die Wurzeln jedes der Faktoren in der in 
$ 11 beschriebenen Weise entwickeln. 

Die Gesamtheit der Wurzeln von f(x) besteht jetzt aus 
v zu den Faktoren f\(), ° ° : f,@®) gehörigen Cyklen. Die 
Wurzeln jedes dieser Cyklen verhalten sich in bezug auf 
ihre Teilbarkeit durch die Primzahl p gleich. 

Im allgemeinen werden die Entwicklungsgrössen e und 
r in jedem der Cyklen von einander verschiedene algebraische 
Zahlen sein. 


$13. Auf Grund des $9 kann man folgende Teil- 
barkeitsgesetze aufstellen: 

Eine algebraische Zahl des Körpers K(«) ist für den 
Bereich von p ganz, wenn die Wurzeln jedes der v Cyklen 
von positiver Ordnung sind. Eine algebraische Zahl ist 
also durch eine andere dann und nur dann teilbar, wenn 
sie mindestens von derselben Ordnung wie diese in jedem 
der Cyklen ist. | 

Wenn man sich der in der Dedekindschen Idealtheorie 
gebräuchlichen Ausdrucksweise bedienen will, so ordnet 
man den irreduziblen Faktoren f,®), 1), ° : f,®) der Reihe 


nach die idealen Primfaktoren p,, Ps, ' ' p, zu und sagt, 
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dass p innerhalb des vorliegenden Körpers in v ideale. 
Primfaktoren zerfällt. Eine Zahl des Körpers „enthält den 
idealen Primfaktor p; in der pt®" Potenz“, wenn ihre zum 
Wurzeleyklus von f; (x) gehörigen Entwicklungen mit der 
p'en Potenz von r beginnen. Wenn die Zahlen e und f für 
den Faktor f; (x) die oben gebrauchte Bedeutung haben, so 
sagt man, der Primfaktor p; hat den Grad f und die 
Ordnung e. 


$ 14. Bezeichnet f wie bisher den Grad des Koeffizienten- 
körpers, ist Wr) die Ableitung von Yr) nach r und ed —1 
die Ordnung der Zahl Wr) in bezug auf p, so ist die 
Diskriminante des Körpers genau durch 


Ipfe-n 


teilbar, wo das Produkt über sämtliche in K(p) irreduktible 
Faktoren der den Körper definierenden Gleichung erstreckt 
wird. (Mathem. Annalen. Bd. 55). 


V. Einige Bemerkungen über die als Wurzein von 
Gleichungen betrachteten Reihenentwicklungen. 


$15. Es sei f(x) eine in K(p) irreduzible Funktion 

mit Koeffizienten aus K(1) oder K(p) vom nfer Grade. « sei 

eine Wurzel von f(x)=0. Dann kann man in dem er- 

weiterten Bereiche K(p,«a), wie oben auseinandergesetzt wurde, 

die Grössen e und r berechnen. e-genügt der in K(p) 
irreduziblen Gleichung f'“ Grades 
PR) = 0 

mit ganzen Koeffizienten aus K(p). r genügt der in K(p,e) 
irreduziblen Gleichung e‘®® Grades 


vw) = 0 
mit ganzen Koeffizienten aus K(1,.).. Der Körper K(r,e) ist 


identisch mit K(p,o). Was man unter « zu verstehen hat, 
ist gleichgültig. Jedenfalls kann man aus den Koeffizienten 
von f(x) diejenigen von p(x) und W(x) berechnen. 
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Ich will hier hervorheben, dass man sich unter e und 
r nicht irgend welche Zahlenwerte vorzustellen hat. Es 
sind Symbole, die durch ihre Gleichungen definiert sind 
und die den für die algebraischen Grössen geltenden 
Rechenregeln unterworfen sind. Ihre Einführung ist ähnlich 
der Einführung der imaginären Grösse i, die ja auch durch 
eine unlösbare Gleichung, x? + 1 = 0, definiert ist. 


Im folgenden soll die Grösse r stets primitiv in bezug 


auf K(p) angenommen werden. Sollte das noch nicht der 
Fall sein, so kann man ihr diese Eigenschaft durch Multi- 
plikation mit einer geeigneten Einheit aus K(e) stets ver- 
schaffen. Man kann dann den Körper K(r,e) auch kurz mit 
K(r) bezeichnen. x genügt dann einer in K(p) irreduziblen 
Gleichung n'®® Grades 
Ya) = + pen TH pe 

deren Koeffizienten ganze Zahlen des Bereiches K(p) sind. 
Und zwar ist c, eine Einheit. 


$ 16. Jede Grösse p des Körpers K(p,«) lässt sich 
dannzals ‚eine in K(p) rationale Funktion von r darstellen. 
Diese Darstellungsmöglichkeit wird im folgenden nur ge- 
legentlich gebraucht werden. 

Es wird dagegen hier stets von der oben erörterten 
Reihendarstellung 


p=e r'+ a N 2 
ausgegangen werden. 
Wir definieren entsprechend dem $ 3: Eine algebraische 
(Grösse p des Körpers K(r,e) ist gleich Null, 


p=0, 
wenn p, genügend weit berechnet, der Kongruenz 
p=0 (mod rn?) 


für beliebig grosses 2 genügt. 


Entwickeln wir eine Wurzel der Gleichung f(x) = 07, “ 


nach zw und nennen die entstehende Reihe «, so ist nach 
dieser Definition | 
fx) = 0. 


EN lin VASE 


Wir nennen « eine „Wurzel* von fx)=0. Im: 
folgenden soll das Wort „Wurzel“ stets in diesem Sinne 
verstanden werden, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes 
darüber bestimmt wird. 


$ 17. Man kann ebenso wie in der Algebra auf Grund 
des Euklidschen Verfahrens folgende Sätze beweisen: 

1. Ist f(x) irreduzibel in K(p) und verschwindet F(x) 
für eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0, so ist die Funktion 
F(x) durch f(x) teilbar. 


2. Unter denselben Voraussetzungen verschwindet also 
F(x) auch für sämtliche übrigen Wurzeln von f(x). 


3. Ist aber F(x) von niedrigerem Grade als f(x), so 
müssen die Koeffizienten von F(x) gleich Null sein. 

Die drei Sätze bleiben bestehen, wenn man statt des 
Körpers K(p) den durch eine beliebige Irrationalitat E aus 
K(r,e) erweiterten Körper K(p,£) nimmt, F(x) und f(x) 
Funktionen in diesem Körper sind und f(x) irreduzibel ist 
in diesem Körper. 





B. Anwendung der allgemeinen Theorie 
auf einen Galoisschen Körper. 


$1. Die Galoissche Gleichung und ihre Gruppe. 


Die Resultate der allgemeinen Theorie sollen nun auf 
einen Galoisschen Körper angewandt werden, d. h. auf einen 
Körper, der mit seinen konjugierten identisch ist. 

Er sei definiert durch die Wurzeln der Galoisschen 
Gleichung 

Fix) = 0 


vom Grade N; und zwar sollen diese Wurzeln ganze Zahlen 
sein. Wir wollen sie zunächst wie in der Algebra in bezug 
auf die Grösse betrachten, nicht als nach Potenzen von x 
fortschreitende Reihen. 
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Die irreduzible Funktion F(x) hat die Eigenschaft, dass 
sich jede ihre Wurzeln durch jede andere rational aus- 
drücken lässt. Die Wurzeln seien folgende: 


a, 9), %a), " On-ıla). 
Es ist also allgemein 
F[d; (&)] = 0. 
Diese Gleichung kann bekanntlich nur dann bestehen, 


wenn die Funktion F[®; (x)] durch F(x) teilbar ist, wenn 
also z. B. die Identität besteht: 


F [0 )] = gs) 'F@), (1) 
wo g(x) eine ganze Funktion ist. 

Wir gehen nunmehr zu den nach Potenzen von x fort- 
schreitenden Wurzeln der Gleichung F(x)=0 über. «& sei 
eine solche Wurzel, es sei also 

F(«a) = 0 
in dem in $ 16 definierten Sinne, d.h. F(«) sei durch jede 


noch so hohe Potenz von r teilbar. Dann folgt aus der 
Gleichung (1) die andere: 


F[d;(0] = 0. 


Es ist folglich auch ®; (a) Wurzel von Fx)=0. Wir 
haben also für F(x) folgende Wurzeln 
2,8, (m), 9,10), "ON UN (2) 
F(x) hat auch nicht mehr Wurzeln. Denn die Grössen 
(2) sind alle von einander verschieden, da die Diskriminante 
von F(x) von Null verschieden ist. 


Die von den Wurzeln gebildete Gruppe möge mit G 
bezeichnet werden. 


$2. Die Zerlegung der Galoisschen Gleichung in ihre 
für den Bereich von p irreduktiblen Faktoren. 


Es möge f(x) innerhalb K(p) in v irreduktible Faktoren 
zerfallen: 
FERNER "ER, 
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so dass innerhalb des Galoisschen Körpers v von einander 
verschiedene in p aufgehende ideale Primfaktoren existieren, 
welche der Reihe nach mit 


Pr. Day, 0, Dy 


bezeichnet werden sollen. 
f,(x) habe den Grad n und die Wurzeln 


a, &,(a), &,(a), *** On-ı (a). % 


Diese gehören zu einer Untergruppe der Galoisschen 
Gruppe G, welche mit Z bezeichnet und Zerlegungsgruppe 
genannt werden soll. 


Denn sei 9; («) eine der Wurzeln (1), so muss f, [9; (x)] 
als Funktion von x aufgefasst nach $ 17 durch die irreduzible 
Funktion f,(x) teilbar sein, da sie mit dieser die Wurzel 

= gemeinsam hat. Sie muss also auch für x = 9, (a) 
verschwinden, wo 9,(«) eine beliebige der Wurzeln (1) 
bedeutet: 


f, [B: 0x (o)] = 0. 


Die Grösse 9; 0, (a) ist also wieder Wurzel von f, (x), 
ist demnach eine der Wurzeln (1), wodurch die Gruppen- 
eigenschaft dieser Wurzeln nachgewiesen ist. 


Es sei ferner g; (a) eine nicht zu (l) gehörige Wurzel 
von F(x). Sie muss dann Wurzel eines der übrigen irre- 
duzibeln Faktoren von F(x), z. B. des Faktors f;(x) sein. 
f; [g: (x)] hat als Funktion von x aufgefasst die Wurzel 
x=a mit f,(x) gemeinsam, ist also teilbar durch f, (x) und 
hat somit sämtliche Grössen (1) zu Wurzeln. Oder, was 
dasselbe sagt, f; (x) besitzt die n verschiedenen Wurzeln 


gi (a), gi [9, (@)]; he [(9n-ı (@)]- 


f; (x) hat auch nicht mehr Wurzeln. Denn da sich « 
auch rational durch g; (a) ausdrücken lässt, so beweist man 
ebenso umgekehrt, dass f, (x) mindestens ebensoviele Wurzeln 
wie f; (x) haben muss. 
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Sämtliche irreduktible Faktoren von F(x) haben dem- 
nach denselben Grad n. Ist ihre Anzahl gleich v, so be- 
steht die Beziehung: | 


Die Anzahl v der in. der Primzahl p aufgehenden von 
einander verschiedenen Primfaktoren muss also ein Teiler 
des Grades N der Galoisschen Gleichung sein. | 

Die Wurzeln der einzelnen irreduziblen Faktoren von F(x) 


f, (X), IX), "fu, 
gehen nun der Reihe nach durch die Substitutionen der 
Nebengruppen RN | | 
DE 2) 


ey 


aus a hervor. Sie sollen in abkürzender Weise mit 


L(a), g,2(«), en SR A) 
bezeichnet werden. 

Für die Nebengruppen (2) gelten folgende gruppen- 
theoretischen Sätze: (cfr. Weber, Algebra, 2. Aufl, Bd.I 
$ 161, Satz 2). : 

Wenn h eine beliebige Substitution der Gruppe @ ist, 
so stimmt die Reihe 


hZ, he) 2,7% 2 


Y— 


abgesehen von der Anordnung mit der Reihe der Neben- 
gruppen (2) überein. Bei einer solchen Substitution geht 
die Gruppe Z in sich selbst über, wenn h der Gruppe Z 
selbst angehört. Die Nebengruppe g; 4 geht in sich selbst 
über, wenn h der zu Z konjugierten Gruppe g; Z4g; 1 an- 
gehört. 

Betrachtet man eine beliebige primitive Grösse p(«a) des 
Galoisschen Körpers, d. h. eine solche, die einer im ge- 
wöhnlichen Rationalitätsbereiche irreduziblen Gleichung, z.B. 
R(x), vom N'e Grade genügt, so zerfällt diese Gleichung 
im Bereiche K(p) offenbar wieder in v irreduzible Faktoren 
vom Grade n: 

RR PR 


a alt (pe 


Die Wurzeln der auf der rechten Seite stehenden - 
Faktoren lassen sich nun in ähnlicher Weise wie oben in 
der Form 

plZ(@)], plgı Zi], *"" Plg,_ı Z@)] 
zusammenfassen. 

Wendet man auf p(«) die beliebige in G enthaltene 
Substitution h an, so geht p(a) in p[h(«)] über. p[h(a)] 
genügt offenbar wieder derselben Gleichung R(x); aber die 
in K(p) irreduziblen Faktoren folgen jetzt in andrer Reihen- 
folge aufeinander. Sie enthalten nämlich der Reihe nach 
die Wurzelkomplexe: 


p[hZ(a)], plhgı Z(a)], """ plhg,_, Z@)), 


welche uns in dieser Reihenfolge über die Teilbarkeit von 
plh(x)] durch die Primfaktoren 


Pı, Pa," P, 
Aufschluss geben. 


Wenn nun p(«a) durch die Primfaktorpotenz p; ® teilbar 
war, so ist es p[h(a)] durch p«?’, wenn durch die vorn 
ausgeführte Substitution h die Wurzeln von r. (x) übergeführt 
werden in die Wurzeln von r; (x). Dagegen ist wiederum 
plh(a)] durch p;” teilbar, wenn h der Gruppe gi Zgi —! 
angehört. War p(«) durch p,? teilbar, so ist es auch p[h(«)], 
wenn h der Gruppe Z angehört. i 

Wenden wir die Resultate auf die Gesamtheit aller 
Zahlen des Körpers an, welche durch einen der Prim- 
faktoren p; teilbar sind, d.h. auf ein Primideal an, so be- 
sagt das Vorhergehende in der Sprache der Dedekindschen 
Idealtheorie: 
| Jedes Primideal des Galoisschen Körpers geht durch 
eine Substitution der @Galoisschen Gruppe wieder in ein 
Primideal über, welches dem ersteren konjugiert ist. 

Das Primideal p, bleibt durch die Substitutionen der 
Gruppe Z ungeändert. Das zu p, konjugierte Primideal pi 
bleibt durch die Substitutionen der Gruppe gZgi-! un- 
geändert. 

IF 


$ 3. Die Entwickelungsgrössen e und x der irre- 
duktiblen Faktoren von F(x). 

Da unser Körper mit seinen konjugierten identisch ist, 
so können für alle Faktoren von F(x) dieselben Entwickelungs- 
grössen e und z genommen werden. Es folgt daraus, dass 
die Primzahl p innerhalb eines Galoisschen Körpers in ideale 
Primfaktoren von gleicher Ordnung und gleichem Grade 
zerfällt, die denselben Zerlegungsgesetzen gehorchen. Aus 
diesem Grunde genügt es, zur Untersuchung dieser Gesetze 
nur einen der v Faktoren von F(x) zu betrachten. Wir 
wollen ilın mit f(x) bezeichnen und ihm, um uns auch der 
Dedekindschen Ausdrucksweise bedienen zu können, den 
idealen Primfaktor p zuordnen. 

$4. Die Wurzeln eines in K(p) irreduktiblen Faktors 
f(x) der Galoisschen Gleichuug F(x). 

Nach der allgemeinen Theorie lassen sich die Wurzeln 
von f(x) folgendermassen anordnen: 


a9 = Bıala) = PM mu + &, Pt9) opti 


MSN d,.(a) = :@ Tjet A er) ie e-+1 ken N 


QyNTT og (a) = E. 00) 7g,P —- &, Pl) net + Sa 
999 — O9 (a) = „0 Mn + $ ‚pa Be m... 











= dy.(a) = EP) age + SP) mh er 


ER) 
a9 = Orala) = A) up + ee 


Y (p $ } oo.» 
Oro = Oele) = EP) + er) ri r 


BAT H 


Die Koeffizienten e,® in diesem Schema sind reduzierte. 
Grössen des Koeffizientenkörpers K(e), d.h. Grössen von 
der Form 


ee ee N [4 = 01,2" —D)], 


wo e eine primitive Wurzel der Gleichung 


ist; und zwar ist e Wurzel eines in K(p) irreduktiblen 


f 2 1 
—1 
Faktors fin Grades von AT —-1. ed, P, 


B) 
sind die übrigen Wurzeln dieses Faktors. 
Es entsteht allgemein 
e,® aus 2,® 


dadurch, dass man in g,®® die Grösse e durch die kon- 


jugierte =” ersetzt. 


Die Entwickelungsgrössen 


genügen einer in K(e) irreduziblen Gleichung e‘*® Grades 
Pad) =rt+plhr+t+p= 


deren Koeffizienten On ganze Grössen des Bereiches K(1,e) 
sind. Hierbei geht allgemein die Funktion 


Y®(r) aus Y®(r) 
dadurch hervor, dass man in den lecken BEN 0 


die Grösse e durch die konjugierte ersetzt. 


$5. Allgemeine Bemerkung über die Behandlung der 
Zerlegungsgruppe. 

Bevor auf die Beziehung der Wurzelentwicklungen zu 
den (ruppeneigenschaften von Z eingegangen wird, soll 


folgendes über die Behandlung der Zerlegungsgruppe Z be- 
merkt werden. 


N DONER 


Seien 
a, B:(a), B,5(@), *" Otela) (1) 
die Wurzeln von f(x) und 
= &(e) 
eine für den Bereich von p primitive Grösse des Körpers 
K(p,a), d.h. ein Ausdruck von der Form 


lo u aa ea 


WO 29, %, """ &n—ı Grössen aus K(p) sind, welcher einer in 
K(p) irreduktiblen Gleichung n‘®% Grades genügt. Die 
sämtlichen Konjugierten von E sind dann 


&(a), [92], nf E[ re (a)]. (2) 


Dann kann man auf dieselbe Weise, wie es in der 
Algebra für algebraische Grössen aus K(1,a) geschieht, 
folgende Sätze beweisen: 

Die Grösse « lässt sich rational durch & ausdrücken in 
der Form 

e—=.b, tb este Dee 


wo die Koeffizienten by, *' bn-ı dem Bereiche K(p) an- 
gehören. 

Die Konjugierten von &£ lassen sich ebenfalls durch & 
rational ausdrücken mit Koeffizienten aus K(p), so dass wir 
sie folgendermassen schreiben können: 


& PelE), Pıs(&), °"" 9.(E). (3) 


Die Reihenfolge der Konjugierten sei dieselbe wie in (2). 

Die Gruppe, welche durch die Substitutionen (3) ge- 
bildet wird, ist isomorph mit der Gruppe der Substitutionen (1), 
und zwar derart, .dass allgemein ®;x(«) zugeordnet ist der 
Substitution ®,, (8). 

Wir sind daher, um die Eigenschaften der Zerlegungs- 
gruppe Z zu studieren, berechtigt, irgend eine primitive 
Grösse des Körpers K(p,a) zu wählen. Es ist am zweck- 
mässigsten, die Entwicklungsgrösse x selbst zu wählen, die 
wir nach A $ 15 als primitiv voraussetzen können. Nach 


BE ee 


dem Schema des $ 3 entsprechen den konjugierten Wurzeln 
von f(x) 


%yı, Ayay "7%, 


der Reihe nach die konjugierten Entwicklungsgrössen 


Ryı, Tıgy, "Tee 
$6. Die Koeffizientengruppe T und der Koeffizienten- 
körper K(e). 
Die in K(p) irreduktible Funktion 


rs ENT DR un) 


zerfällt durch Adjunktion von e in die bereits erwähnten 
f Faktoren vom et" Grade: 


HD -K-7,)E-7,) an, )=rtpO ax + 4pC)) 


welche dadurch aus einander hervorgehen, dass man in den 
Koeffizienten die Grösse @ der Reihe nach durch eP, Vera 
ersetzt. 

Wegen der Irreduktibilität der Gleichung in K(e) ge- 
hören die konjugierten Wurzeln der Gleichung J®(x) = 0: 


71, Ts "U Re 


zu einer Untergruppe e!®® Grades der Zerlegungsgruppe Z, 
welche „Koeffizientengruppe* genannt und zur Abkürzung 
mit T bezeichnet werden soll. Der Beweis dafür wird 
ebenso geführt wie in $1 für die Wurzeln von f, (x). Nur 
haben wir es hier mit dem Körper K(p,e), nicht mit K(p), 
zu tun, was nach der Bemerkung in A $ 15 an dem Beweis- 
gange nichts ändert. 

Wie man aus dem Schema des $ 4 erkennt, „gehört“ 
die Grösse e zu der Gruppe T, d.h. sie ändert sich nicht, 
wenn man auf sie eine Substitution von T anwendet, und 
ändert sich, wenn man auf = eine andere Substitution der 
Gruppe Z anwendet. (cfr. Weber, Algebra Bd. I, 2. Aufl. 
$ 161). 


er 1 Des 


Sei 
Tr TzeDza ATZE (1) 


das System der Nebengruppen von T, so gehören die zu e 
konjugierten Grössen | 


zu den konjugierten Gruppen 


T 21 Tz, a1 P2). ren pa (2) 


Es möge e zu der Gruppe‘ z®”! Tz® gehören, so 
folgt, da =” durch die Substitutionen von T nicht geändert 
wird, dass die Gruppe T mit der Gruppe zW"! Tz® identisch 
ist. Die Gruppen (2) sind also mit einander identisch, 
d.h. T ist ein Normalteiler der Gruppe Z. Die Reihe (1) 
kann man dann auch in der Form 

Terz 1ER TEE Er (3) 
schreiben. 

Wenn z eine Substitution ist, welche e in eP über- 
führt, so geht e durch die Anwendung der Substitutionen 
22," zf-1 der Reihe nach in e?” HORaee ‘U ber. Die 
Nebengruppe zT enthält dann alle und nur die Sub- 
stitutionen aus Z, die e in e” überführen; und so sind die 
Nebengruppen (1) der Reihe nach mit den Nebengruppen 

T, ZU ZU ray 
identisch. 

Da die Substitutionen t der Koeffizientengruppe T den 
Koeffizientenkörper ungeändert lassen, so geht durch eine 
solche jede Grösse aus K(e): 


— 2 . . [2 
Een I eh ge 
iıı eine andere von der Form 
—e 2 . [ . 
tet: Tıpı a7 ET 


über, in der die Koeffizienten ungeändert geblieben sind. 
Die Substitutionen t der Koeffizientengruppe sind also da- 


Sad, Tagan 


durch ausgezeichnet, dass für jede Grösse E des Körpers 
die Kongruenz 

te) =E (mod r) 
besteht. 

Den nicht in T enthaltenen Substitutionen kommt diese 
Eigenschaft nicht zu. Denn eine solche Substitution, die 
man allgemein in der Form zit (i = 1,2 f—1) schreiben 
kann, führt die Grösse e in e> über, welche beiden Grössen 
einander nicht modulo rw kongruent sein können. e und 


er" genügen ja beide der modulo p irreduziblen (vgl. A $ il) 


Kongruenz 
I EL OD Se ee N) (mod N). 


Diese würde, wie man mit Hilfe des Euklidschen 
Algorithmus leicht zeigen kann, modulo p zerfallen, wenn 
sie zwei modulo x kongruente Wurzeln hätte. 

Im Koeffizientenkörper K(e) ist p immer noch Prim- 
faktor. In ihm tritt also noch keine weitere Zerlegung des 
Primideals p ein. Nur wird der Grad des letzteren von 1 
auf f erhöht. Die Anzahl aller modulo p inkongruenten 
Grössen aus K(e) ist ja gleich p‘. 


$ 7. Bau der Koeffizientengruppe T und des Körpers 
K(r,e) für den Fall, dass e durch p nicht teilbar ist. 


Bei der weiteren Untersuchung der Galoisschen Gruppe 
wollen wir zunächst den einfacheren Fall betrachten, dass e 
durch p nicht teilbar ist. Es ist bereits im allgemeinen 
Teile bemerkt worden, dass dann in K(p,a) eine Grösse r 
existiert, welche der Gleichung 


re + pl, =0 (1) 


genügt, wo 0, eine modulo p reduzierte Einheit aus K(e) ist. 

Diese Gleichung ist bekanntlich zyklisch im Rationalitäts- 
bereiche der et" Einheitswurzeln. Also bilden die in K(p) 
rationalen Substitutionen, welche die konjugierten Wurzeln 
dieser Gleichung in einander überführen, d. s. die Sub- 


BTL 


stitutionen der Trägheitsgruppe T, eine zyklische Gruppe. 
Der Galoissche Körper ist demnach ein relativzyklischer in 
bezug auf den Koeffizientenkörper. 


Die Wurzeln der Gleichung (1) sind 


Rn, rn, ap, onen, (2) 
2ri 
woy=e e eine primitive Wurzel der Gleichung 
El iR (3) 
bedeutet. 


Wegen der Eigenschaft des Galoisschen Körpers ist ry, 
also auch die algebraische Einheit y. selbst in K(r) ent- 
halten. Nun genügt jede Einheit aus K(r) (vergl. A, $ 10), 
also auch y der Kongruenz 


Pi = (mod r). (4) 


Da die Diskriminante der Gleichung (3) nicht durch 
p teilbar ist, also sämtliche Wurzeln dieser. Gleichung 


75°”. ya modulo rw inkongruent sein müssen, SO 
kann die Kongruenz 
v=l (mod r) 


für keinen niedrigeren Exponenten als e bestehen. 

Dies verträgt sich nur dann mit der Kongruenz (4), 
wenn e ein Teiler von a ist. Denn wäre e nicht Teiler 
von ak so könnte man el in der Form 

eh =eqrr 
schreiben, wo r> O0 und <e wäre Es beständen dann zu 
gleicher Zeit die Kongruenzen 
veg-Ir 
er 


Erhebt man die zweite dieser Kongruenzen auf die 
gte Potenz und multipliziert sie dann mit y’, so erhält man 
die Kongruenz 


a (mod r), 


AR 1 Kurhgeeike 


und aus dieser unter Benützung von (9): 
Yz (mod r). 


Eine solche Kongruenz darf aber nicht bestehen; denn 
es war oben bewiesen worden, dass die Kongruenz 


Yr= (mod r) 


für keinen niedrigeren Exponenten als x = e bestehen kann. 
Und hierin liegt der Widerspruch. Wir können also setzen, 


p—1 ='e'a. 
Da e primitive Einheitswurzel von der Ordnung Dt 
war, so ist 
a8 
und die zu r konjugierten Grössen (2) sind gleich 
ne mean melenna, 


Die Ableitung nach r 
Een) (m) le —Tetı) 


ist also genau durch r‘-! teilbar, die vollständige Norm 
von W(r) also genau durch p!«-D teilbar. Da die v—1) 
übrigen idealen Primfaktoren von p dieselbe Beschaffenheit 
wie p besitzen, so ist nach A, $ 14 die Diskriminante eines 
solchen Galoisschen Körpers genau durch pfe-Nv teilbar. 


$8. Die Zerlegung der Koeffizientengruppe für den 
Fall, dass e durch p teilbar. Die Verzweigungsgruppe 
1. Ordnung V und der Körper K(r,e). 


Wurde in dem betrachteten Falle, wo e durch p nicht 
teilbar ist, der Zusammenhang zwischen der Gruppe und 
‘ der Zerlegung des Primideals bereits festgestellt durch die 
Einführung des Koeffizientenkörpers, so genügt diese Ein- 
führung noch nicht im allgemeinen Falle, bei welchem e 
durch p teilbar ist. Da gelingt es nicht, eine Entwickelungs- 


grösse rn ® v7 aus K(p,«) zu finden, welche einer ähnlich 
einfachen Gleichung in K(e) genügt, wie bei dem speziellen 


DE OR 


Falle. Der Grund dafür liegt in dem Umstande, dass die 
Koeffizientengruppe T so kompliziert gebaut sein kann, dass 
die Gleichung für r erst durch wiederholte Adjunktion von 
Abelschen Körpern lösbar wird. 
Sei nunmehr e durch p teilbar: 
N 
Wir werden uns nun einen Unterkörper von K(r,e) 
“ konstruieren, der im Rationalitätsbereiche des Koeffizienten- 
körpers K(e) den Grad e besitzt, ünd in welchem die Prim- 
zahl p nur der e!e®® Potenz eines Primfaktors äquivalent ist. 
Die Entwickelungsgrösse x genüge der Gleichung in K(e): 
re +. pbssıne it re FIG np 


Es sei dann 


ren, 
Dann genügt x der Kongruenz 
ET Yeah 
rn +pQ,=0 (mod m?) (1) 


Nun kann man die Einheit A aus K(e) und die ganze 
Zahl r so bestimmen, dass die zu r äquivalente Grösse 


altem) rl + rm) 


S a! 
die Kongruenz (1) mindestens für r? °”” als Modul be- 
friedigt. Es sei nämlich die linke Seite der Kongruenz (1) 


s\e s—,,, 
(+) EL N Ei 
und c eine Einheit aus K(r,e).. Dann besteht die Gleichung 


8 Fr Seen = Fu 
fr A +ım)] Hp, = er. + Peer en 
wo a eine beliebige ganze Grösse aus K(r,e) ist Wir be- 
stimmen r aus der Gleichung 


l+tp=r 
sowie A aus der Kongruenz 
c+ta=0 (mod nr). 


a 
Dann besteht sicher die Kongruenz 

8 = ee 
[r’ (1+im)]) +pC, = 0 (mod m? Pr, 


80 fortfahrend erkennt man, dass in K(r,e) eine Grösse 
rz vorhanden ist, welche der Gleichung 


Tr +20, =0 (2) 
genügt. Der Körper K(r,e) ist der gesuchte Körper. In 


ihm ist p der e'“ 


Potenz des Primfaktors x äquivalent. 
Die bezüglich K(e) Konjugierten von x sind 
1 


R7; 5 Eur “eu m 
n, TRY, TY, rY ) 


wo y die primitive Wurzel der Gleichung 
—-1=0 
ist. Da die Konjugierten sämtlich dem Körper K(r,e) an- 


gehören, gehört auch die Einheitswurzel y diesem Körper 


an. Es folgt wie in 87, dass e ein Teiler von p--1 ist. 
Wir setzen 


era=p 1, also y = et 

Die Konjugierten von r sind modulo r- unter einander 
inkongruent. Der Körper K(r,) ist in bezug auf K(e) 
relativ zyklisch vom Grade e. 

Ersetzt man in der Gleichung 


s — — 
Tr woere, tan berg t ent) 


. Ss 5 . 
die Potenzen r®. rn. - » - der Reihe nach durch 
’ ’ 


= en Ss 
rn’, n2°02, °** und fasst dann die mit I, m, m, „7! 
multiplizierten Glieder zusammen, so erkennt man, dass r 
einer Gleichung vom Grade p° genügt von der Form 


Ernte, (3) 


RE N ai 


in welcher die Koeffizienten aus K(r,e) sind, und ven eine 
Einheit ist. Aus der Irreduktibilität dieser Gleichung folgt, 
dass die p® Wurzeln dieser Gleichung durch die Substitutionen 
einer Untergruppe der Trägheitsgruppe vom p°t®" Grade aus 
einander hervorgehen. Diese Untergruppe soll die „Ver- 
zweigungsgruppe 1‘ Ordnung“ heissen und zur Abkürzung 
mit V bezeichnet werden. Den zu V gehörigen Körper K(r,e) 
nennen wir den „Verzweigungskörper 1! Ordnung“. 
DaK(r,e)relativ zyklisch ist in bezug auf den Koeffizienten- 
körper K(e), so ist die Verzweigungsgruppe lt Ordnung 
ein Normalteiler der Koeffizientengruppe T und man kann 
eine solche nicht zu V gehörige Substitution t von T finden, 


dass sich sämtliche Nebengruppen von V bezüglich T in 
der Form 


ne 
darstellen lassen. 
Die p® Wurzeln der Gleichung (3) sind alle einander 
modulo r? kongruent. 
Es seien nämlich x und "=er+tg,r?+''* zwe 
Wurzeln der Gleichung (3), so bestehen die beiden Kon- 
gruenzen 


a +7G=0 4 
? ER (mod n® ' ) (4) 
ei 


für deren zweite man offenbar auch schreiben kann 
en +rG=0 (mod „Ph (5) 


Durch Subtraktion der beiden Kongruenzen (4) und (5) 
findet man 


Et (mod r) (6) 


Andrerseits genügt c, nach A, $ 10 der Kongruenz 


anr=l (mod r) (7) 


a 


Da p’ und p--1 teilerfremd sind, kann man zwei ganze, 
positive Zahlen x und y so bestimmen, dass die Gleichung 


zip 1) 1 Eyp (8) 
besteht. 
Durch Kombination der Gleichungen (6), (7) und (8) 
folgt dann die Kongruenz 
an re 
=4, ie u =]. 
Es besteht also in der Tat die Kongruenz 


1 


ner (mod r?). 


Es ist aber nicht ausgeschlossen, dass diese Kongruenz 
auch für eine höhere Potenz von r als Modul gilt. 

Allgemeiner besagt diese Tatsache, dass die Substitu- 
tionen der Verzweigungsgruppe V nur solche Grössen des 
Körpers in einander überführen, welche modulo r? kongruent 
sind. Für jede Grösse y des Körpers K(r,e) besteht also 
die Kongruenz 

ıy)=Y (mod r?), 

wo v eine beliebige Substitution von V bedeutet. 

Durch eine Substitution von V dagegen, die nicht zu 
V gehört und x etwa in e’r verwandelt, geht x in eine 
konjugierte Entwickelungsgrösse rw’ über, welche zu x nicht 


modulo rn? kongruent ist. Denn da x der Gleichung (3) 
genügt, so befriedigt es auch die Kongruenz 


A Hr =0 (mod nr), 
Dann genügt nr’ der Kongruenz 
Pte 1, (mod nd ") 


Wenn nun x und r’ einander modulo r? kongruent 
wären, so bestände auch die Kongruenz 


an? (mod Ph), 


EEG 


Aus den drei letzten Kongruenzen würde dann die Be- 
dingung 
il (mod r), 


folgen, worin der Widerspruch liegt. 


$ 9. Die Verzweigungskörper höherer Ordnung!). 


Die p* aus r durch die Substitutionen der Verzweigungs- 


gruppe V hervorgegangenen konjugierten Grössen waren alle 
einander modulo rn? kongruent. Es sei nun 1] eine solche 


ganze Zahl, dass diese Grössen zu x modulo x sämtlich 


kongruent sind, während wenigstens eine von ihnen 


1 


mod rw"! nicht zu x kongruent ist. 


e r rs 
Es gehören dann die Grössen, welche modulo x‘ zu 


r kongruent sind, zu einer Untergruppe von V, welche die 
„Verzweigungsgruppe 2" Ordnung“ genannt und zur Ab- 
kürzung mit V bezeichnet werden soll. 
Denn bestehen für zwei Substitutionen v; und v; von V 
die Kongrueuzen 
v, Mr 


— nn dam 
Dh. n) 3 Mr, Sr l 


so folgt durch deren Kombination die Kongruenz 


v, 0, (r) = Ö, M=r (mod m“ ei 


Der Grad der Gruppe V möge gleich p® sein. 
Sei ferner 
vo, 


Vous, V () 


| 


“= 


die Reihe der p°* Nebengruppen von V. Man sieht 
ohne weiteres, dass die durch die Substitutionen einer 
Nebengruppe aus x hervorgegangenen Konjugierten einander 








!) vergl. D. Hilbert. Die Theorie der algebraischen Zahl- 
körper. $ 44. Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, 
Bd. IV. 
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auch modulo x’ kongruent sind. Die durch alle diese 
Nebengruppen aus rn hervorgegangenen Grössen sind dann 


pS-® Grössen von der Form 


1 2 1 
eu einn °° dee ET (2) 


modulo x"! kongruent, so dass allgemein 
vv =r+ en (mod m). 


Da die Koeffizienten in (2) von einander verschiedene 
Einheiten des Koeffizientenkörpers sind, so folgt, dass ihre 


Anzahl p®—1 nicht grösser als die Anzahl p—1 aller 
reduzierten Einheiten, also s—s nicht grösser als f sein darf. 

Ferner sieht man ohne weiteres, dass den Grössen (2) 
in derselben Reihenfolge auch die Substitutionen der Neben- 
gruppen 

BR "Vo s_, 
modulo rn! *! kongruent sind, so dass allgemein die Gleichung 
besteht: 
Vo,=uV, 

welche besagt, dass V invariante Untergruppe von V ist. 

Ferner besteht auch die Gleichung 


Be NALN=-ALN EN. 8 
Denn es ist 
(N) ,W=Ehrktg,r)tgr 


ie ' (mod n'")) 
eltern) Feir. 
Die auf den linken Seiten stehenden beiden Komplexe 
von Substitutionen sind also ein und derselben Grösse aus 
(2) kongruent. Sie sind demnach in der Tat gleich einer 
und derselben Nebengruppe aus der Reihe (1). al 
Die Gleichung (3) lehrt uns, dass der zur Gruppe V 


gehörige Unterkörper von K(r,e) ein relativ Abelscher ist 
8 


in bezug auf K(r,:). Sein Relativgrad in bezug auf diesen 
ist gleich ps. Die Entwickelungsgrösse x aus K(r,e) ist 
also in ihm der ps-sten Potenz eines Primfaktors x äqui- 
valent: 
Ton“. 

Der Galoissche Körper K(r,e) ist in bezug auf den 
Körper K(r,e) vom Grade p*, also die Grösse r äquivalent rs. 

Es sei nun v,(r) eine Substitution von einer der Neben- 
gruppen zu v, etwa von v, V. Es besteht dann die Kon- 
gruenz 

ua) =Ert+ ya (mod r!1), 

wo x, eine Einheit ist. Man erhält dann durch wiederholte 
Anwendung von v,(r) die leicht zu beweisenden Kongruenzen 


(m =r+ 2yel 
u3(rk)=r-+ 3yrl 
NETTER mod 
PR =Ert+tpym. 


(v,?(r) bedeutet hier symbolisch: v, [v, (r)], u. s. w.) 

Die Substitution v,P (r) gehört also wieder der Ver- 
zweigungsgruppe 2'° Ordnung V an. Die Relativgruppe 
des Körpers K(r) in bezug auf K(r) enthält demnach 
ausser der Einheitssubstitution nur Substitutionen vom 
Grade p. Der Körper K(r) ist also nur dann relativ 
zyklisch in bezug auf K(r), wenn sein Relativgrad gleich 
p ist. | 

In derselben Weise wird nun die Verzweigungsgruppe 
2ter Ordnung V weiter behandelt. Es sei 1> 1 eine solche 
ganze Zahl, dass alle ihre Elemente zu r modulo rl , aber 
nicht alle Elemente zu x auch modulo r!*! kongruent sind. 


Dann wählt man die Elemente von V aus, welche auch 


ae 3, IE 


modulo r!+1 zu x kongruent sind. Man zeigt dann ebenso 
wie vorher, dass diese Elemente eine neue Gruppe, die Ver- 
zweigungsgruppe dritter Ordnung v bilden. Ihre Anzahl 
ist also ein Teiler von p°, z. B. gleich ps. Die Ver- 
zweigungsgruppe dritter Ordnung V ist eine relativ Abelsche 
Gruppe in bezug auf V. Zu ihr gehört ein neuer Ver- 
zweigungskörper Ka), der in bezug auf K(r) ein relativ 
Abelscher vom Relativgrade ps ist. In diesem Körper ist 
r der ps ten Potenz eines neuen Primfaktors = äquivalent. 


Die Elemente der Relativgruppe von K(r) in bezug auf 


K(r) sind alle ausser dem Einheitselement vom Grade p. 


Die Substitutionen der Nebengruppen von v: 


sind modulo r!=1 den Grössen 
ale een 


kongruent, wo die Koeffizienten einander inkongruente Ein- 
heiten sind. | 

In derselben Weise geht die Verzweigung weiter, bis 
der letzte Verzweigungskörper gleich dem Körper K(r) 
selbst ist. 

Die Elemente der letzten Verzweigungsgruppe seien zu 
r modulo rX kongruent, wo A grösser als 1, 1, u. s. w. ist, 
und nicht alle Elemente zu x modulo rt! kongruent sind. 
Dann gibt es offenbar unter ihnen kein Element, welches 
letztere Eigenschaft besässe. Sei w(r) eine der Sub- 
stitutionen der letzten Verzweigungsgruppe, so ist wP (r), 
wie aus den Kongruenzen (4) hervorgeht, zu x auch 


mindestens modulo „At! kongruent. Dies ist nach dem 
3*+ 


KEY See 


Gesagten nur dann möglich, wenn w(r)=r ist. Die 
Elemente der letzten Verzweigungsgruppe haben also alle 
ausser dem Einheitselement den Grad p. 


Sei ferner p(x) ein Element der vorletzten Verzweigungs- 
gruppe und nicht zugleich der letzten Verzweigungsgruppe 
angehörig, so gehört pP (x) der letzten Verzweigungsgruppe 
an. Ist pP (x) nicht gleich x, also der Grad von p(x) grösser 
als p, so ist nach dem vorhergehenden Abschnitt sicher 


pP (r)=r. Die Elemente: der vorletzten Verzweigungs- 
gruppe können also höchstens den Grad p? haben. So 
geht es fort. Sind also im Ganzen r Verzweigungs- 
gruppen in einander geschachtelt, so kann kein Element 


der ersten Verzweigungsgruppe V von höherem als dem 
p’ 'en Grade sein. 


Es sei p(r) ein beliebiges Element der Verzweigungs- 


gruppe 2t® Ordnung V 
eR)=rty E an Tr’ 


wo y, von Null verschieden sein soll. Durch zweimalige 
Anwendung von y(r) erhält man die Substitution 


or)=(ntY, nt" IE la + ) fo (at, rn +1 Te 
Hieraus folgt die Kongruenz 
PR) =rpyn)— rt Nm (mod rn). 


Durch nochmalige Ausführung der Substitution #(r) 
erhält man die weiteren Kongruenzen: 


PR) = 27°(r) — Ym)+ I, [oo] 
= 49 (rn) — 2r Ha. Hy m (mod 2) 
= 8p (rn) — 2r +43’ 


Man erkennt bald, dass allgemein die Kongruenz 


Bon. 
o(r) = jp(r) — (i-1)r + i(i-]) mn: (mod m) | 


besteht, die sich durch vollständige Induktion leicht 
verißzieren lässt. 
Für i=p erhält man dann die Kongruenz 


PR) = pp(r) — P-1)r + pp-Dyr”" (moedr') 
2 


oder unter Vernachlässigung des letzten (liedes 
RM) =pe(R) — (p-l)r 
=r+ pym + PYııı ae (mod m). 
Es sei w(r) ein Element der letzten Verzweigungsgruppe: 
o(r)=r+ Kr ie RT ee 
Für dieses besteht dann auch die Kongruenz 
o(n=nr+ py, = a Prrı mr (mod m). 


Nun ist, wie vorhin bewiesen wurde, ®’ (r)=nr. Dies 
verträgt sich mit der letzten Kongruenz nur dann, wenn 
die Ordnung des Gliedes py, * nicht kleiner als 2X ist, 
also wenn die Ungleichung besteht 

2I<peHti 
Es besteht also für A die Ungleichung 
Nm 
. Der Exponent X darf also nicht grösser sein, als die 
Ordnung von p in bezug auf x beträgt; die Exponenten 
l, 1, °** müssen also kleiner sein als diese Ordnung. 


$ 10. Die Diskriminante des Körpers K(r). 


Von der Art der Zerlegung der Koeffizientengruppe T 


und von den Exponenten |, 1, ‘:* hängt die Ordnung der 
Körperdiskriminante in bezug auf p ab. 


PER 


Zur Ermittelung dieser Ordnung brauchen wir nur die 
Ordnung der Ableitung Y’(r) in bezug auf rn zu bestimmen. 
PR) = (MR) (Mr) 9 (pe). 

Von den Konjugierten x, rn, ‘‘* gehören p’(e-1) zu 
den e--1 Nebengruppen von V in bezug auf die Koeffizienten- 
gruppe T. Diese sind zu m modulo x? inkongruent. Jede 
der zugehörigen Differenzen ‚in Wr) ist also genau durch 
r, ihr Produkt also genau durch ? “=D teilbar. 

Von den übrigen Konjugierten gehören p®(ps-s—1) = 
ps—_p° zu den ps—s_1 Nebengruppen von V in bezug auf V. 
Sie sind zu rn genau modulo r! kongruent. Jede der zu- 
gehörigen Differenzen ist also genau durch z! , ihr Produkt 
durch rz!{p®-P”) genau teilbar. 


So geht es weiter. Die Ordnung von Y(r) ist dem- 
nach gleich 


@er-pP) + ke pt le) re 


Die Diskriminante des Körpers K(r) ist dann nach 
A, $ 14 genau teilbar durch: 


pfv[pe-p°) + 1I@°- pP) + pp) +]. 
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